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 無限級数と広義積分  

                                                                        脇田美根夫 JE9PEL/1 

                                            2013/10/23 

 

問題 次の各式が成り立つことを示せ。 
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解答(1) この無限級数が収束することは昔から知られている。18世紀最大の数学者オイラー(Euler) (1707－1783) 

により、この無限級数の和が初めて求められた。無限乗積とテーラー(Taylor)展開の比較によるオイラー

の証明法による。 
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①と②の定数項を比較して、 
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∴ ①より、 
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次に、②と③の x  の係数を比較して、 
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別解(1) 2
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 を、フーリエ級数を用いて証明する。 

 
    フーリエ級数 

       周期 π2 の関数 )(xf が 区間 [ ππ ,− ] で積分可能なとき、フーリエ係数 nn ba ,  を 

       次式により定義する。 
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      (フーリエ Foulier, 1768－1830, フランスの数学者・物理学者) 
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    ディリクレの定理 

      周期 π2 の関数 )(xf が 区間 [ ππ ,− ] で区分的に連続、かつ 区分的になめらかであれば、 

)(xf のフーリエ級数は、 

        ・連続的な点 x  で )(xf  に収束し、 

        ・不連続な点 x  で 
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      (ディリクレ Dirichlet, 1805－1859, ドイツの数学者) 

 

    まず、関数
2)( xxf =  ( π− ≦ x ≦ π− ) を周期 π2 の周期関数に拡張する。 
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    従ってディリクレの定理より、次の式が成り立つ。 
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    式④で、 π=x  を代入すると、 
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解答(2) 式④で 0=x  を代入すると、 
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解答(3) xxf =)(  ( π− ≦ x ≦ π− ) を周期 π2 の周期関数に拡張する。 
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    従ってディリクレの定理より、次の式が成り立つ。 
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    式⑤で、 0=x  を代入すると、 
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    ここで、 
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    ここで、無限級数展開より、 

      ∑
∞

=

−− <−=+−+−=+=
+ 1

1322
2

)1()(4321)1(
)1(

1

n

n xxnxxxx
x

L  

      ∑ ∑
∞

=

∞

=

−−−−−
− −=−=

+ 1 1

)1(11
2

)1()(
)1(

1

n n

xnnnx
x

enen
e

       … ⑨ 

 

    よって、⑧と⑨より、 
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 は、固体物理学入門 (byキッテル)丸善 の「電子気体の比熱」 

  (p.154) を求める際に、証明無しに使われている式である。 
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